
Teoretická £ást - 27.1.2022

1. (a) De�nujte Gâteauxovu derivaci ve sm¥ru, Gâteauxovu de-
rivaci a stacionární bod funkcionálu (2, 5 bodu).

(b) Zformulujte základní lemma varia£ního po£tu a v¥tu o Euler-
Lagrangeov¥ rovnici (2 body).

(c) V¥tu o Euler-Lagrangeov¥ rovnici dokaºte (2 body).

(d) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro Bana-
ch·v prostor (X, || · ||) a funkcionál F : X → R.
i. Je-li x ∈ X stacionární bod F , potom je x stacionátní
bod F 2.

ii. Je-li x ∈ X stacionární bod F , potom je x stacionátní
bod sin(F ).

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1, 5 bodu).
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2. (a) De�nujte Lebesgueovsky m¥°itelnou mnoºinu, Lebesgue-
ovu míru, σ-algebru a míru (3 body).

(b) Zformulujte v¥tu o limit¥ integrálu závislého na parametru
a v¥tu o derivaci integrálu závislého na parametru (3 body).

(c) Uvaºme následující systém podmnoºin R:

Σ = {A ⊂ R : A = F ∪G, kde G je otev°ená a F je uzav°ená}.

Je (R,Σ) m¥°itelný prostor? V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1 bod).

(d) Uvaºme mnoºinuX = {1, 2, 3}. Nalezn¥te v²echny σ-algebry
na X. V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1 bod).

2



3. (a) De�nujte k°ivku, regulární k°ivku a opa£nou k°ivku. De�-
nujte k°ivkový integrál 1. a 2. druhu (4 body).

(b) Zformulujte a dokaºte v¥tu o výpo£tu k°ivkového integrálu
2. druhu pomocí potenciálu (2 body).

(c) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro funkci
f : R2 → R, f(x, y) = x3 + y3, a zobrazení F : R2 → R2,
F (x, y) = (x3, y3).

i. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
f ds <

∫
〈	γ〉

f ds.

ii. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
f ds =

∫
〈	γ〉

f ds.

iii. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
F ·
−→
ds <

∫
〈	γ〉

F ·
−→
ds.

iv. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
F ·
−→
ds =

∫
〈	γ〉

F ·
−→
ds.

(2 body)
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